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TEMA 1.1: MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1 Definicién de cuerpo conmutativo

Definicién 1.1. Un Cuerpo Conmutativo es un conjunto IK # ) con dos operaciones internas (+ suma
y - producto) tal que IK con la suma y IK\{0} con el producto son Grupo Abeliano (tienen las propiedades
Asociativa, Conmutativa, Elemento neutro y Elemento simétrico) y ademds cumplen la propiedad Distributiva
(a-(b-+c)=a-b+a-c).

EJEMPLOS de Cuerpos Conmutativos:

e Los conjuntos de los nimeros reales, IR y de los nimeros complejos, €, son cuerpos conmutativos.
e El conjunto Zs = {0, 1} de las congruencias médulo 2 es un cuerpo conmutativo con las operaciones

SUMA : 0 : 0=0

=0 PRODUCTO : 00=
1

=
[y p—
I

=

Como 1+ 1 = 0, el opuesto de 1 es también 1, y asi —1 = 1. En consecuencia, la resta es idéntica a la

suma.

2 Matrices

Sea A una matriz de m filas y n columnas (A € M., (IK))

ail a12 N A1n

a21 as92 . a9on
A:

am1 Am2 ceo Omn

El elemento a;; € IK es el elemento de la fila ¢ y columna j. Decimos que una matriz es cuadrada si m = n.

MATRIZ TRASPUESTA: A’

La matriz traspuesta de A, que notamos Af, es una matriz de n filas y m columnas tal que las filas de

A son las columnas de A’, es decir, A € M, (IK) A* = (aj;) con af; = aj; para todo i = 1,...,n,
7=1...,m.
ail a2 A1n aipr  a21 Qm1
a21 as2 e a9n . ai2 a22 e Am?2
A= . . . . ; Al = . . . . € Mmcm(lK)
Aml Am2 ... Qmn Q1n A2n ... Gmn

MATRICES CUADRADAS: A € M, (IK)

e Matriz simétrica: Una matriz cuadrada A € M., (IK), es simétrica si A = A?.

0 -1 3

Ej. A= -1 2 3/4 no es una matriz simétrica

V3 —3/4 -1

e Diagonal de una matriz cuadrada: Dada A € M., (IK), la diagonal son los elementos de la forma

aii,t=1,...,nie. aj1,a2,...,0nn.
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e Traza de una matriz cuadrada: es la suma de los elementos de la diagonal, i.e. dada A € M, (IK),

TI‘(A) =ai1 +ag + ...+ Apyn -

e Matriz diagonal: es una matriz cuadrada A € M., (IK) tal que todos sus elementos son 0 salvo en

la diagonal, en la que pueden tomar cualquier valor.

aiq 0

0 a292 0 20 0
T 00 -1
0 0 ... Gpn

e Matriz identidad de orden n I, € M., (IK), es una matriz cuadrada, diagonal, en la que todos los

elementos de la diagonal tienen valor 1.

0
0
L, =
0 0 1
OTRAS MATRICES: A € M,,..(IK)
e Matriz nula: Es aquella cuyos elementos son todos 0
0
... 0
0= L. . € Mﬂwn(lK)
00 ... 0

e Matriz triangular superior: es la que tiene ceros a la izquierda y por debajo de un tridngulo

0 -1 0 1/2 -1 -1 3 0 1/2 1

0 2 3 0 0 0 2 3 0
EjS. A - s B =

0 0 5 2 0 0 3 2

0 0 O 0 0 00 0 O

OPERACIONES CON MATRICES :

1. SUMA DE MATRICES: Sean A y B matrices, A, B € M. (IK).
Si A = (ai;) y B = (bsj), se define C = A + B, C = (¢;j) € Mpan(IK) la matriz cuyos elementos
son ¢;; = a;; +b;;,Vi e {1,...,m},j €{1,...,n}
Propiedades
(a) Conmutativa: A + B =B + A.
(b) Asociativa: (A +B) +C=A+ (B + C).

00 ... 0
00 ... 0

(c) Elemento neutro: 0 = | = = ) € Mppan(IK). Verificaque A+0=0+ A = A.
00 ... 0

(d) Elemento opuesto: Para cada matriz A = (a;;) € Mpen(IK), su opuesto es una matriz
A= (bij) S men(ll{) con bij = —Clij,VZ' S {1, ...,m},j S {1, ,n}

Con estas propiedades (M, (IK), +) tiene estructura de grupo abeliano
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2. PRODUCTO POR UN NUMERO: Sea A una matriz y A un ntmero, A € M. (IK), A € IK.
Si A = (ay5), se define A A = (b;;) € My (IK) la matriz cuyos elementos son
bij = )\al—j,Vi € {1, ceey m},j S {1, ) TL}
Propiedades
(a) El producto de una matriz por un nimero es conmutativo: AA = A\.
(b) El producto de una matriz por un nimero es distributivo:
A+ w)A = XA + pA, AM(A + B) = AA + AB.
3. PRODUCTO DE MATRICES: Sean A y B matrices, A € Myon(IK), B € My, (IK),

aill a12 e A1n b11 b12 N blp
a1 a2 . agn b21 b22 . bgp
A= . . . . ,B= . . . . 7CZA'B:(Cij)€Mm:cp(1K)
Aml Am2 -+ Gmn b1 bp2 ... by
blj
by; .
donde Cij = ( a;1 Q2 ... Qip ) . = a“blj + ...+ ambnj = Zk:l aikbkj
bn;
Propiedades

(a) No es conmutativa.
(b) Asociativa: (A-B)-C=A-(B-C).
(¢) Elemento neutro:

i. Sim # n, Myen(IK) no tiene elemento neutro.

0
0 ... 0

ii. Sim =n, Mpen(IK) sf tiene elemento neutroI =| = | € Mpzn(IK). Verifica
0 0 1

que A-I=1-A=A.

(d) En general no tiene elemento simétrico (inverso).

Una matriz cuadrada A € M,,,,, (IK) tiene inversa si 3 A’ € M,,..,, (IK) tal que

A - A =A". A =1 Lainversa de una matriz A es nica y se representa por A~!
(e) Distributiva:

(A+B)-C=A-C+B-C A BEMy(K), CE My,(K)

A-B+C)=A-B+A -CAecMpm(K),B, Ce My, (IK)

OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS en una matriz A € M., (IK):

1. Multiplicar una fila por un ntimero A € IK no nulo.
2. Intercambiar dos filas entre si.

3. Sumar o restar a una fila un multiplo de otra fila.

Ejemplo 2.1.
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fa—=fa—f1 0 -5 —1 0

MATRICES ELEMENTALES por filas (de orden m): Son aquellas matrices cuadradas que resultan de
aplicar una operacion elemental por filas a la matriz identidad L,,,. Hay tres tipos
1. Intercambiar las filas 4 y j en la matriz identidad (E;;).
2. Multiplicar la fila ¢ de la matriz identidad por un nimero A # 0 (E;(\))

3. Sumar a la fila ¢ la fila j multiplicada por A en la matriz identidad (E;; (X))

Ejemplo 2.2.
1 0 0 0 0
Iy = 10 el EBua=(10 0
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
Iy = 10 B2 By(-3)=| 0
0 1 0 0 -3
0 0 1 0 O
I3 = 10 PRl pu-2)= 0 1 0
0 1 0 -2 1

OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS en una matriz A € M., (Z2):

1. Intercambiar dos filas entre si.

2. Sumar una fila a otra fila.

Ejemplo 2.3.

10010 10010 10010
10001 | 22210001 1 [ &2 060011
10000 10000 000710
10010 10010
faerf2 000 1 0 fa—=fa+f2 50010
00011 500 0 1

MATRICES ELEMENTALES por filas: En Z> hay dos tipos

1. Intercambiar las filas ¢ y j en la matriz identidad (E;;).

2. Sumar a la fila 7 la fila j en la matriz identidad (E;;(1))
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Ejemplo 2.4.
i00 010
I=| o100 el pu,=|10 0
00 1 00 I
100 100
=010 | &8 pam=|0 10
00 1 01 1

Relacién entre matrices elementales y operaciones elementales: Realizar en una matriz A € M,,.n
una operacion elemental por filas es equivalente a multiplicar por la izquierda dicha matriz por la matriz

elemental, de orden m, correspondiente.

Ejemplo 2.5.
1 2 -1 0 2 4 -2 0 2 4 -2 0
A= o0 1 1 -1 |2 —] o 1 1 o1 | EERB A= 2 21 3 0
2 -1 -3 0 2 -1 -3 0 0 1 1 -1
2 4 -2 0
fo—=fa—f1 A — 0 -5 —1 0
0 1 1 -1
0 2 -1 0 4 -2 0
Ei(2)A = 01 0 0o 1 1 -1]l=]l0 1 1 -1 |=4
0 -1 -3 0 2 -1 -3 0
1 0 4 -2 0 2 4 -2
Eq3A’ = 0 0 1 0o 1 1 -11]=]2 -1 -3 = A"
0 -1 -3 0 0 1 1 -1
1 0 2 4 -2 0 2 4 -2 0
Ey(-1)A" = -1 1 0 2 -1 -3 0 =10 -5 -1 0 = A"
0 0 0 1 1 -1 0 1 1 -1

Por tanto, A" = Fa1(—1)Fy3E1(2)A
Observacion 2.6. Todas las matrices elementales tienen inversa y se verifica que

E;'=E;  E'(N)=Ei(3)  E;'(N) =E (=)
Luego, su inversa es también una matriz elemental.

Ejemplo 2.7.

1 00 1 00 1 00
EysEoz=1 0 0 1 001 |=]0T10o
0 1 0 0 1 0 0 0 1
100 1 00 1 00
E2(2)E2(%)= 020 02 0f=]1010
00 1 0 0 1 0 0 1
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1 0 -2 1 0 2 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Observacion 2.8. En el caso de Z,, las inversas de las matrices elementales son

E;jl = Ey; E;jl(i) = E;;(1)

MATRIZ DE PASO: Sea una matriz A € M, v sea B una matriz mazn que se obtiene al realizar k op-
eraciones elementales a A. Entonces B=E,E;_1 --- E5E{A donde E; es la matriz elemental asociada a
la operacién elemental i-ésima. Ademds, si tomamos la matriz identidad I de orden m, I € Myzm, ¥
hacemos (A | I,;,) Loprs.clts., (B | E) se verifica B = E-A donde E = EzE;_1 -+ EgE;. La matriz E se
llama MATRIZ DE PASO de A a B.
(A|Ly)~(E1A|E1 L) ~(E2E1 A|EsE1 1)~ ~ (EgEg—1 - Ea E; A | EgEf—1 -+ E2 E1 I,) ~
(EA|EL,) ~(B|E)

Ejemplo 2.9.
1 2 -1 010 0 4 -2 0200
AnD=]0 1 1 -1]o 10 |2 1 1 —1]l0 1 0
2 -1 -3 01]0 0 1 -1 -3 00 0 1
2 4 -2 0 2 4 -2 2 0
Lobofg 1 3 0loo 1 | ZE 0 =5 -1 0]=2 0 1 |=A"En(-1)ExEi(2)
01 1 -1]0 0 0 1 1 -1]0 0
Ejemplo 2.10.
1 00 1 0[1 0O 1 001 0[1 0O
ANh=|1T 000 1l0o1 0|22 6001 1/110
10 0 0 0|0 0 1 10 00 0|0 0 1
1 00 1 0|1 0O 1 00 1 0[1 00
L2l g 0001 101 10 | 222100001 0[(T 01 |=A"EsEn1)Exn(D)
0 00 1 0|1 01 0 001 1|1 1 0

Observacién 2.11. Si E = EgE;_; -+ EgE;, E € My, (IK) es una matriz de paso, E tiene inversa y
esE7' =ET'ES! - ENELL

Debemos comprobar que EE~! = E"'E =1

EE! =EE;_ -+ EoF E'Ey - EJL B =1

ELE=E'E;! - BN E N EyEpy o EoEy =1

FORMA REDUCIDA o ESCALONADA de una matriz A: Es una matriz triangular superior que se
obtiene aplicando un niimero finito de operaciones elementales por filas en la matriz A. Si A es una matriz
man, una forma reducida o escalonada de A, es una matriz B, mzn, de la siguiente forma

1. Las k primeras filas de B son no nulas (1 <k < m).

2. Las m — k dltimas filas de B son nulas.
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3. El primer elemento no nulo (o pivote) de la fila i estd a la izquierda del primer elemento no nulo de
lafilat+1(1<i<k-—1).

bin ... bix bigyr ... bip

0O ... b b e brn
B Kk brk+1 k
0 0 0 0

0 e 0 0 . 0

RANGO de una matriz A: Es el nimero de filas NO nulas que hay en una forma reducida o escalonada de
A.

Ejemplo 2.12.

4 -4 0 2 4 -4 0 2 4 -4 0 2
A=| 2 2 0 1 | EEEER LG g g oo [ Z2EE g g 0 o
3 -3 0 1 3 =301 0o 0 0 —3

4 -4 0 2 ) 1 -1 0 3

Jaorfs, 00 0 -1 Plo 0 0 )

0 0 0 0 00 0 0

Forma Escalonadade A . Rango 2

1 -10 0 1 -1 0 0
DE g 0 0 =2 [ 20 0 01
0 0 0 0 0 0

Forma canonica de A

FORMA CANONICA POR FILAS o FORMA ECHELON-FILA de una matriz A: Esla forma re-
ducida o escalonada de A mds sencilla posible, que se puede obtener mediante operaciones elementales
por filas, en la matriz A; tiene la siguiente forma: sea B una forma reducida de A. En ella los pivotes son

todos unos y por encima de los pivotes se hacen ceros.

e Si b;; # 0 entonces se puede transformar en 1 y hacer ceros por encima de él (1 < i < k).

e Si b; = 0 entonces no se podrdn hacer ceros por encima de él (1 < i < k).
Es decir, el primer elemento NO nulo de cada fila es un 1, se encuentra a la izquierda del primer elemento
NO nulo de la fila siguiente y por encima de | todos los elementos son 0.

Esta matriz es una forma reducida y es tnica, aunque el proceso para llegar a ella no sea unico (la

notaremos Ec(A)). Se obtiene continuando con operaciones elementales a partir de una forma reducida.

1 10
Ejemplo 2.13. Dada la matriz A = 0 2 1 |. Encontrar una sucesiéon de matrices elementales
-1 0 1
FEy,Es, ..., E; tal que Ey --- E5F1 A sea la forma candnica por filas o forma echelon-fila de A y obtener
la matriz de paso.
1 1 0|1 0 O 1 1 0(1 0 O 1 1 0j1 O
fa+f1 2f3—f2
AD=| o 2 1101 0 [ [0 2 1]0o1 0] 2= [02 1]0
-1 0 1|0 0 1 01 1|1 0 1 00 112 -1 2
—_——— —— —_——— —————
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1 1 0] 1 0 0 ) 1 1 0] 1 0 0 1 0 0] 2 -1 1
Lol g 2 0 -2 EDRN LN B ST et N R TN S T T
O o0 112 -1 2 O 0 112 -1 2 0O o0 12 -1 2
—_—— —— o —_——  ——oo —_———  ——o
Ey EsE-E1 A E,EsEs By EsEsE3E2E1 A EsE4E3 B2 E, E¢EsEsE3E2Eq A E¢EsE4E3E2Ey
Por tanto la matriz de paso E = EgFEsFE,4F3FE>FE; verifica que EA = I3, siendo
1 00 0 1 0 O 1 0 0 1 -1 0
FEi = 01 0 S EsEy = 0O 1 0 JEy = 01 -1 ,Es = 0 % 0 L Eg = 0 1 O
1 0 1 -1 2 0 0 1 0 0 0 0

Observacién 2.14. A € M,,;,(IK) es invertible, regular o no singular < rg (A) = n. Su forma candnica
por filas es la identidad y la matriz de paso de A a su forma candnica es la inversa de A.

Por tanto, se puede utilizar el método anterior para calcular la inversa de A € M,,,.,,(IK), si existe:

(A |In) k oprs. elts. ( A

B) Lttt (Eea) |E )

S~~~ S~~~

f.reducida f.canon.

Si rango de A, que es el nimero de filas no nulas de A’, es n entonces Ec(A) = I, y E = A~! (ver apartado
aplicaciones del teorema de Rouché-Frobenius). Veamos que efectivamente E es la inversa de A:
Como E es la matriz de paso de A al,,, E - A = 1,,. Por otra parte, como vimos anteriormente, E tiene

inversa porloque A-E=E"'E-A-E=E"!'1, -E=1I,. Portanto A~! = E.
Observacién 2.15. A € M,,,.,,(IK) es invertible < A es producto de matrices elementales.

PROPIEDADES DE LA INVERSA: Sean A, B € M,,,,,(IK) invertibles.

e La inversa, si existe, es unica.
° (Afl ) —1
e (AB)"l=BLAL

3 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es una expresion de la forma
1121 + a12%2 + ... + A1p Ty = by

a9121 + a99x9 + ... + agnx, = by

121 + 2T + ...+ Qn®n = b

con a;;, b; € IK ntiimeros dados.

Representacion de un sistema en FORMA VECTORIAL: En forma vectorial el sistema seria

aii ai2 A1n b1

az1 a2 A2n by
xr1 + . To + ...+ . Tp=
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Representaciéon de un sistema en FORMA MATRICIAL: Siescribimos el sistema en forma de ecuacién

matricial
a1 ai2 . A1n X1 bl
a1 a922 N agn X9 bg
am1  Am2 cee Qmn Tn bm
A X b

con A € Muygn, X € Mpg1 y b € Mpa
La matriz A se llama MATRIZ DE COEFICIENTES del sistema Ax=Db y b es la m-tupla de términos

independientes.

MATRIZ AMPLIADA de un sistema: La matriz A* = (A | b) € M,,;(n41) se llama matriz ampliada del

sistema Ax=Db.

SOLUCIONES: Dado un sistema de m ecuaciones con n incégnitas Ax=b, una solucion del sistema es una
S1 b1

n-tupla de nimeros (s1,...,s,) con s; € IK tal que A| =
Sn b,
Teorema 3.1. Si un sistema Ax=Db, con coeficientes en IK infinito, tiene mas de una solucién. Entonces,

tiene infinitas soluciones.

Demostracién: Sean s; y so dos soluciones distintas del sistema Ax=b. Por tanto, As;=b y Ass=Db.
Tomamos s = asy + Bs2 tal que a + 8 = 1; As=A(as; + Bs2)=aAsi+SAsa=ab+Fb=(a + f)b=b. Por

tanto, s es solucién del sistema Ax=Db y como hay infinitas formas de tomar o y 8 tal que o+ 8 =1 hay
]

infinitas soluciones.

Luego, un sistema o No tiene solucién, o tiene una tnica solucién o tiene infinitas soluciones.
SISTEMA INCOMPATIBLE: No tiene solucién.
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO: Tiene una tnica solucién.
SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO: Tiene infinitas soluciones.

SISTEMA HOMOGENEO: El sistema Ax=b es homogéneo si b=0.

Observacion: Todo sistema homogéneo es compatible, al menos posee la solucién trivial z; = 0,22 =
0,...,2, =0.

SISTEMAS EQUIVALENTES: Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que son equivalentes si tienen
las mismas soluciones.

3.1 Resoluciéon de sistemas por el método de eliminacién de Gauss

El método de eliminacién de Gauss para resolver el sistema Ax=Db consiste en realizar operaciones elementales

en la matriz (A | b) para ir eliminando incégnitas y obtener un sistema equivalente més sencillo de resolver.

Ejemplo 3.2.
T3y +z=—3 13 1|3\, ., (1t 3 1]-3 1 3 1]-3
w4 9y+dz=—7 — | 3 9 4|7 22510 0o 1]2 |20 -7 -1 12

2t —y+2=6 2 -1 1] 6 0 -7 —-1]12 0 O 1 2
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r+3y+z=-3
— —Ty—2z=12
z=2
Este sistema es més sencillo de resolver, sus soluciones son z = 2, y = —2, x = 1. Veamos que tiene las mismas

soluciones que el sistema original.

Teorema 3.3. Si (A’ b’) se ha obtenido aplicando a (A b) un nimero finito de operaciones elementales por

filas, los sistemas Ax=Db y A’x=Db’ son equivalentes (tienen el mismo conjunto de soluciones).

Demostracién: Supongamos que (A’ b’) se ha obtenido aplicando k operaciones elementales por filas en la
matriz (A b). Por tanto, (A’ b")=E(A b) con E=FyEj_1--- E2F1, producto de matrices elementales; luego
tienen inversa y A’=EA y b’=Eb.

Sea s solucién de A’x=Db’; es decir A’s=b’ y sustituyendo A’=EA y b’=Eb obtenemos,

EAs=Eb & E{'E; - B B 'EyEy_y - BsByAs = BT 'Ey N B N E'ERE— - EsEyb e As=Db

I I

El método de Gauss consiste en obtener una forma reducida (A’ b’) de la matriz (A b)

ay ... dly ahgy, o..oah, [ D)

R a’;ck a;ck—&-l e a;cn ;C
(A7b)=

0o ... 0 0 ... 0 0

o ... 0 0 ... 0 0

y resolver el sistema A’x=Db’ que sera de la forma

/ ! !/ !/ /
apjrit ... ek tay Tt o Fa, T, = by

/ !/ / /
Tk + Qg Th1 o ATy = by

El sistema A’x=Db’ tiene solucién <= (0,...,0,a},- -, )y, 0%) # (0,...,0,b)) <= rg(A)=rg(A b)

En cuyo caso la solucién se obtiene a partir de

/ /! / / /!
apjrit ... taprey = by —aj  Akyr — o —alp A
!/ _ / / /
Tk = b = Qg1 A1 = = G A
Tht1 = Ak
Tp = Ay

Si k=n la solucién serd tnica.
Por tanto, el método de Gauss nos dira si el sistema Ax=b tiene solucién y determina la solucién en caso

afirmativo.

Teorema 3.4. (Teorema de Rouché-Frobenius) Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas.

Sea A la matriz de los coeficientes del sistema y (A b) la matriz ampliada. Se tiene
1. El sistema es Compatible Determinado <= rg(A) =rg(Ab) =n

2. El sistema es Compatible Indeterminado <= rg(A) =rg(A b) <n
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3. El sistema es Incompatible <= rg(A) < rg(A b)

Ejemplo 3.5.
x—3y+2z=2 1 -3 1 ]2 PR 1 -3 1 ]2 1 -3 1 ]2
wdy—2=4 —| 2 1 —1]4 |25 0 3o [ 222 [ o 7 —3]0
r+4y —2z=2 1 4 =212 =310 0o 0 O
rg(A)=rg(Ab)=2<3=-5.C.I.
S0+ ) x:2+%)\
x — z=
— Y y:%)\
Ty —32=0
z=2A
Ejemplo 3.6.
r—3y+z=2 1 -3 1 fa=21 -3 1 2 1 -3 1 2
wty—z2=2 — |2 1 -1]|2 |20 7 3|2 |E&|0 7 3|2
r+4y —22=2 1 4 =212 7 =310 0 0 0 2

rg(A)=2,rg(Ab)=3=S5.1.

OBSERVACION: Los dos sistemas se podrian haber resuelto a la vez por tener la misma matriz de

coeficientes
-3 1 o -3 1|2 2 . -3 1|2/ 2
2 4l |10 7 —3lol—2 [0 7 —3]0]-2
1 4 -2|2 0 7 -=3/0|0 0 0 00| 2
-3 1
a -31]0 | S.CL
010
-3 1|2
¢ 0 7 -3|-2 | S.L
0| 2

4 Aplicaciones del teorema de Rouché-Frobenius

4.1 CAalculo de la Matriz Inversa

Teorema 4.1. Dada A una matriz cuadrada, nzn, existe Inversa de A (que notaremos A™1) <= rg(A)=n.
Ademads, si existe es tnica y diremos que A es invertible (o regular o no singular).

Demostracién: Buscamos una matriz X tnica tal que AX=XA=I. Sean las matrices

T1i1  X12 T1in Yii Y12 Yin

T21 X22 T2n Y21 Y22 Yan
X = Y =

Tnl Tn2 Tnn Yni Yn2 Ynn

queremos encontrar X e Y tal que AX=YA=I ((YA)'=A"Y'=I). Por el teorema de Rouché-Frobenius los sistemas

11 T12 0 T1n
T21 0 T22 Ton
A - Y - LA T =
Tnl 0 Tn2 0 Tnn 1



Carmen Torres Blanc, Gloria Sanchez Torrubia

( Y11 Y12

tienen solucién tnica si y sélo si rg(A) = n.

Yin
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0 ) (vt e
Yn1
0 A 2 |
0 Ynn

AX=I

Ademés, si AX=I y YA=] = YAX=X 25’ X=V.

Luego, A es invertible si y sélo si rg(A) = n.

Pasos para el calculo de la inversa de una matriz A, nan:

A]gebra Lineal.

(Observacién: Hemos usado que rg(A)=rg(A?))
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1. Realizar operaciones elementales por filas en la matriz (A I) hasta obtener una matriz (A’ E’) con A’ una

forma reducida de A.

2. Sirg(A) < n = A no es invertible.

3. Sirg(A) = n = Seguir realizando operaciones elementales en (A’ E’) hasta obtener una matriz (I E). La

inversa de A sera la matriz E.

Proposicién 4.2. (A=1)~! = A por la unicidad de la inversa y (AB)™! = B7!A~! ya que
ABB'A~'=[=B~'A~!AB = (AB)'=B~1A~1,

Corolario 4.3. Una matriz A es invertible <= A es producto de matrices elementales.

Demostracién: Sea A una matriz nzn, A es invertible <= rg(A)=n <= (A I)

oprs. elts.

I=EA con E=E,E)_1 --- E; producto de matrices elementales <= A:El_1 e Ek__llEk_l.

Ejemplo 4.4.

1 -1 1]1
(A\I): 2 1 2|0
0 0 10
Ejemplo 4.5.
1 -1 2]1 0
(A\I): 2 1 1|0 1
3 0 300

o = O

0 -1 1|1 00
o | 22510 3 o0l—21 0
1 0 0 1]0 01

N—_———
rg(A)=3 = Invertible
1 1
fitfa—f R I R
—== o0 10[-2 1 o0
00 10 0
N————
A—l

0 1 -1 21 0
o | 2250 3 —3|-21
1 3 0 3]0 0

-1 201 o0
fa—f2

== 10 3 -3|-2 1

0o 0 0/]-1 -1 1
N—————’

rg(A)=2 = NO Invertible

-1 1
5 f2
- 0 1 0|-—
0 0 1
-1
f3—=3f1 3
3

—_
winN

O w= O

(I E) tal que

[
1 0 0
-2 1
-3 0
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4.2 Eliminaciéon de Parametros

Sean las ecuaciones paramétricas

r, = b1 +b11t1 =+ ... +b1ptp
To = b2 +b21t1 —+ ... +b2ptp

(D)

Ty = by + bpit1 + ...+bnptp

con b;;, b; € IR nimeros dados. En forma matricial serdn

il b1 b1 blp
T2 bo ba1 b2p
= . + . ti + ... + . tp@X:b—Fbltl—f——Fbptp
In bm bnl bnp
X b b, by
Eliminar los pardmetros t1,...,t, en (I) significa obtener un sistema de ecuaciones lineales en las variables
Z1,...,Ty, en el que no figuren los pardmetros t1,...,%, y cuyas soluciones sean (I), es decir, significa resolver

el sistema (I) tomando x — b como términos independientes. Por tanto, la eliminacién de pardmetros es el
problema inverso al de hallar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales.
Supongamos que 1g(by,...,bp)nzp = k y si reducimos la matriz (by,...,bp | X — b),y(p41) n0s quedard

una matriz de la forma

o B e b,
o --- o --- 0 a1121 + ...+ a1pTy + aq
0 ce 0 ce 0 | an—pk1T1+ ...+ AGnknTn + Gn_g
Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema (I) tiene solucién si y sélo si rg(bi,...,bp)= rg(b1,...,bp |

x — b)=k
a11T1 + ...+ a1pTy + a1 =0

Gp—k1%1 + -+ Ap—gnTn + Ap—g =0

El sistema (II) es el resultado de la eliminacién de pardmetros en (I), y las soluciones del sistema (II) son

precisamente (I).

Ejemplo 4.6.

r=—-14+2r4+s+4+3t 2 1 3 |z+1 1 -2 -1|y—-2
=24 25—t 1 -2 —1|ly—2| ropn 2 1 3 1
Ecs. Paramétricas 4 tr 5 — Yy ﬂ) z+
z=1—-r+s -1 1 0 |z—-1 -1 1 0 [z—1
u=1+r+s+2t 1 1 2 lu—1 1 1 2 lu—1
1 -2 —1| y-2 1 -2 -1 y—2

B2ffsthofich, | 0005 5 |e=2y+5 | 4 [ 01 1 |gu—Zy+l

0 -1 —-1|y+2-—-3 0 -1 —-1| y4+2z—3

0 3 3 |u—y+1 0 3 3 u—y+1
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1 -2 -1 y—2
, - 0 1 1 Loz—-2y+5 x4+ 3y + 52z =10
—>f3+f2’f4 ik ) 5( 3 J ) — Y Ecs. Implicitas
0 O 0 T+ Ey+z2—2 =3z +y+5u=10
5 5
0 0 0 |-2z+iy+u—2
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